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Vorbemerkung: Die Anregung zum vorgelegten Unterrichtsentwurf ist (Heck-
mann, 2012) entnommen, wobei neben der Adaption an die Lerngruppe vornehmlich
die didaktische Begriindung prézisiert sowie ein angemessener Verlaufsplan und ein
Tafelbild erstellt wurde.

1 Aufbau des Unterrichtsvorhabens

Datum Thema Ziel

12.04.2016 | Der Satz der Py- | Satz des Pythagoras verbal und inkl. einer
thagoras - Hinfiih- | Planskizze als Formel nennen kénnen, Beweis
rung und Beweis erkldaren kénnen

15.04.2016 | Der Satz des Py- | Satz des Pythagoras anwenden kénnen
thagoras - Einfache
Alltagsbeispiele

19.04.2016 | Der Satz des Py- | Rechtwinklige Dreiecke in Figuren und Kor-
thagoras in Figu- | pern identifizieren und den Satz des Pythago-
ren und Korpern ras darauf anwenden kénnen

22.04.2016 | heutige Stunde siehe ausfiihrliche Planung

26.04.2016 | Formeln verstehen: | Angaben in Formelsammlungen verstehen kon-
Pyramiden-  und | nen, Volumenformel fiir regelmafige Spitzkor-
Kegelvolumen per nennen und anwenden konnen

29.04.2016 | Formeln anwenden: | Formeln aus einer Formelsammlung in geome-
Kugeln und andere | trischen Sachzusammenhéngen anwenden kon-
Korper nen

03.05.2016 | Ubungsstunde

10.05.2016 | Vorwiérts- und | Die Problemlosestrategie an einfachen Beispie-
Riickwértsarbeiten | len anwenden und erlautern kénnen

2 Lernziele und Kompetenzen

Durch das gewiahlte Lernarrangement soll als Stundenziel erreicht werden, dass die

Schiilerinnen und Schiiler!

e das Schriaghild und das Netz eines Kegels skizzieren konnen,

e den Oberflacheninhalt eines Kegels berechnen konnen,

e cine Formel zur Berechnung nennen und anwenden konnen und sie mit Hilfe

einer Skizze des Korpernetzes herleiten kénnen (Eventualziel).

Tm folgenden Text wird zur besseren Lesbarkeit nur die Formulierung “Schiiler” oder “Kurs-
teilnehmer” verwendet; es sind jedoch stets simtliche Geschlechter gemeint.




3 Didaktisch-methodische Uberlegungen

3.1 Sachanalyse

Das Netz eines Kegels? mit Grundkreisradius r, Hohe h und Seitenkantenléinge s be-
steht wie abgebildet aus einer Kreisscheibe mit Radius r» und einem Kreissektor mit
Bogenlénge 27r und Radius s. Eine Kreisscheibe mit Radius s hat den Umfang 27s,
sodass der Flacheninhalt des Kreissektors gerade dem I —fachen des Flacheninhalts
der Kreisscheibe entspricht. Die Inhalt der Mantelfliche ist daher M = §7r32 = 7rs.
Die Hohe, der Radius und die Seitenkantenldnge konnen iiber den Satz des Pytha-
goras in Beziehung gesetzt werden: Es gilt s? = 2 + h2. Fiir den Oberflicheninhalt

eines Kegels findet man daher

O=G+M=mr*+7rs=mnr(r+s)=nrr(r+vr2+h2).

2rr

Abbildung 1: Schréigbild und Korpernetz eines Kegels

3.2 Lernvoraussetzungen und Lernausgangslage

Um die Formel fiir den Oberflacheninhalt eines Kegels herleiten zu konnen ist es

erforderlich, dass die Schiiler

e Kreislinien als Menge aller Punkte, die von einem gegebenen Mittelpunkt den

gleichen Abstand haben, beschreiben konnen,

e den Umfang und Flacheninhalt eines Vollkreises berechnen kénnen und mithil-
fe einer proportionalen Zuordnung die entsprechenden Grofien von Kreissektors

berechnen kénnen,

2Mit Kegel ist hier, wie auch im Kernlehrplan, stets ein gerader Kreiskegel gemeint.



e den Satz des Pythagoras nennen und zur Berechnung der Seitenkantenlédnge

eines Kegels anwenden koénnen,

e Gleichungen durch einfache Aquivalenzumformungen nach den vorkommenden

Variablen auflosen konnen.

Der Autor unterrichtet die Klasse seit Beginn des Halbjahres zusammen mit dem
vorherigen Fachlehrer im Team; die Schiiler haben untereinander und zu beiden Leh-
rern ein gutes Verhaltnis. Das Leistungsniveau ist durchschnittlich: Es gibt weder
herausragend gute noch bedenklich schwache Schiiler, die Noten der vergangenen
Klassenarbeit bewegten sich zwischen “mangelhaft” und “gut”. Die Mitarbeit kon-
zentriert sich in miindlichen Erarbeitungsphasen mitunter auf eine kleinere Schiiler-
gruppe, die Aktivitdt in den Arbeitsphasen erscheint dem Autor im Vergleich zu
anderen Lerngruppen besser. Die zuvor durchgefiihrte Unterrichtsreihe zu exponen-
tiellem Wachstum wurde durch den Bezug zum Kontext Geld und Finanzen von
einer erhOhten intrinsischen Motivation getragen, was auf die aktuelle geometrische
Unterrichtsreihe (noch) nicht zutrifft. Bislang zeigte sich, dass einige Schiiler noch
Schwierigkeiten haben, angemessene Skizzen fiir geometrische Probleme anzuferti-
gen bzw. zu erkennen, dass die in Formeln verwendeten Bezeichnungen zuvor durch
eine Skizze festgelegt werden miissen. Dies ist fiir die heutige Unterrichtsstunde
bedeutsam, da zwei Kreise mit verschiedenen Radien vorkommen, die fiir die allge-
meine Herleitung auch mit verschiedenen Bezeichnungen versehen werden miissen

2

— ein blofiles Memorieren von “27r” und “mr?” zur Kreisberechnung kann daher zu
Lernschwierigkeiten fiihren. Neben den 22 Schiilerinnen und Schiiler der 9a besucht
eine Schiilerin aus der Parallelklasse, die aufgrund eines Bundeslandwechsels keine
zweite Fremdsprache belegen muss, regelméflig den Unterricht, beteiligt sich aber

fast nie.

3.3 Didaktische Uberlegungen

Das Thema und die Lernziele der Stunde sind unmittelbar durch den Kernlehr-
plan legitimiert ( Kernlehrplan fiir die Sekundarstufe I Gymnasium/Gesamtschule in
Nordrhein Westfalen Mathematik 2014). Dem Kegel als solchen kann keine herausra-
gende Gegenwarts- und Zukunftsbedeutung beigemessen werden; seine Behandlung
ist im im Geometrieunterricht zwar kanonisch, jedoch gibt es in der Erfahrungswelt
der Schiiler nur wenige Objekte, die sich tatsachlich durch einen Kegel modellieren
lassen. Kugeln und Pyramiden kommen deutlich hdufiger vor. Die Beispiele fiir Kegel
erschopfen sich wohl in Trinkglasern, Eiswaffeln, Hindernissen auf einem Minigolf-
platz sowie kegelférmigen Gebéduden. Ferner werden im Unterricht der Sekundarstufe
IT Kegelschnitte nicht mehr behandelt. Der didaktische Wert des Kegels liegt aus



Sicht der Autors darin begriindet, dass er exemplarisch zur Anbahnung bzw. Aus-
scharfung der Teilkompetenz zur Problemlosung durch Zerlegung in Teilprobleme
dienen kann, die in dieser Stunde daher im Fokus steht. Wenngleich die konkreten
Lernziele sowie der Beitrag zu diesem abstrakteren Leitziel auch kontextfrei erreicht
werden konnten, so soll dennoch durch die Berechnung des Stoffverbrauchs fiir ein
kegelformiges Zelt Sinnhaftigkeit vermittelt und die Lernbereitschaft gesteigert wer-
den. Der Modellierungsaspekt einer solchen Aufgabe tritt in dieser Jahrgangsstufe
jedoch deutlich in den Hintergrund, da das Zelt, wie z.B. die im Unterricht behan-
delte Glaspyramide im Innenhof des Louvre, klar erkennbar ein empirisches Referen-
zobjekt fiir den entsprechenden mathematischen Koérper darstellt. Dies wird von den
Schiilern nicht mehr hinterfragt und stellt der Erfahrung des Autors nach auch keine
Schwierigkeit dar. Ein ernstzunehmer modellkritischer Aspekt fithrt aber letztlich
auf ein Packproblem: Der reale Stoffverbrauch fiir ein einzelnes Zelt ist viel hoher als
der berechnete, da durch die Herstellung eines Kreissektors und einer Kreisscheibe
viel Verschnitt anfallt.

Die in der Sachanalyse durchgefiihrte Zerlegung in Teilprobleme, deren getrennte
Losung und anschliefende Zusammenfithrung zur Formel fiir die Mantelfliche fiihrt,
kann bis auf die Reihenfolge der Ausfithrung nicht variiert werden. Der Gang des
Unterrichts ist im Sinne des immanent methodischen Charakters der Thematik also
vorgezeichnet (Ploger, 2008). Die Schiiler miissen diese Schritte durchlaufen, um
zu einer Losung zu gelangen und sind zur Erreichung dieses Ziels durch geeignete
Mafinahmen zur Differenzierung zu unterstiitzen.

Der Einstieg erfolgt durch die Présentation der Aufgabenstellung auf dem OHP,
die durch ein Foto eines kegelférmigen Zelts unterstiitzt wird. Die rein gedankliche
Transformation von dieser ikonischen Darstellung des Referenzobjekts zum Netz
des Kegels diirfte fiir viele Schiiler nicht zu leisten sein. Durch die Bereitstellung
eines Kegelmodells aus Papier wird ein enaktiver Zugang ermoglicht. Das Korper-
netz kann auf diese Weise auch von schwéacheren Schiilern durch Zerschneiden des
Kegels gegenstéindlich erzeugt und anschliefend skizziert und beschrieben werden.
Leistungsstérkere Schiiler diirften zudem in der Lage sein zu begriinden, dass die
Abwicklung der Mantelfliche ein Kreissektor ist, da alle Punkte auf dem Grund-
kreisumfang den gleichen Abstand von der Kegelspitze haben®. Die symbolische
Beschreibung des Kegels als Punktmenge ist an diese Stelle weder moglich, da den
Schiilern der euklidische Punktraum als Modell des (flachen) physikalischen Raums
nicht bekannt ist, noch wiirde dies tiefere Einsichten ermoglichen. Die Ergebnisse
der Einstiegsphase werden im Plenum gesichert, da sie einerseits die Grundlage fiir
eine weitere Beschéftigung mit dem Problem bilden und fiir alle verfiigbar sein sollen

und andererseits das gemeinsame Anfertigen einer Skizze des Schriagbilds und des

3 Anderenfalls wire es auch sinnlos, von der Seitenkantenldnge zu sprechen.



Netzes mit anschliefender Ubernahme ins Heft zum Erreichen des ersten Lernziels
fiihrt.

Potentielle Schwierigkeiten bei der Berechnung des Oberflacheninhalts konzen-
trieren sich nach dieser Vorentlastung auf die Mantelflache. Die Anwendung des
Satzes des Pythagoras in Kérpern wurde in der vorhergehenden Stunde auch am hin-
reichend dhnlichen Beispiel einer Pyramide thematisiert, sodass keine uniiberwind-
baren Schwierigkeiten bei der Berechnung der Seitenkantenlidnge auftreten sollten.
Die Schiiler miissen zudem erkennen, dass die Bogenldange des Kreissektors, das den
Mantel bildet, gerade dem Umfang der Grundfiiche entspricht. Aus diesen Daten
kann der Flacheninhalt des Mantels mittels einer proportionalen Zuordnung berech-
net werden. Diese Ubertragung diirfte fiir die meisten Schiiler schwierig sein, da die
Behandlung von Kreisen im Unterricht bereits mehr als ein Jahr zuriickliegt. Schwa-
chere Schiiler kénnten zudem dadurch verwirrt werden, dass bei der Herleitung der
Formel zwei unterschiedliche Kreisradien vorkommen, die unterschiedlich bezeichnet
werden miissen. Sofern die entsprechenden Formeln zur Flachen- und Umfangsbe-

2 memoriert wurden,

rechnung von Kreisen lediglich formal als U = 27r bzw. A = 7r
konnen an dieser Stelle ebenfalls Lernschwierigkeiten auftreten.

Neben der Unterstiitzung der zu durchlaufenden Schritte durch die Bereitstellung
von Hilfekarten bietet sich in dieser Phase eine weitere Moglichkeit zur Differenzie-
rung: Es kann den Schiilern freigestellt werden, ob sie zunachst erneut den Weg vom
Konkreten zum Abstrakten einschlagen und anhand der konkreten Langenangaben
die Mantelflache berechnen oder ob sie direkt eine Formel herleiten und erst zum

Schluss die angegebenen Werte einsetzen wollen.

3.4 Begriindung der wesentlichen methodischen Entschei-

dungen

Die Stunde folgt dem methodischen Prinzip des problemorientierten Unterrichts
nach Roth, dessen lernpsychologische Vorziige in (Bleichroth, 1999) diskutiert wer-
den.

Der Einstieg erfolgt iiber eine OHP-Folie, da auf diese Weise die Aufmerksam-
keit aller Schiiler auf einen gemeinsamen Einstieg gelenkt werden kann. Da Kegel
im Unterricht bislang noch nicht thematisiert wurden, wird der entsprechende Be-
griff bereits auf der Folie angedeutet und die Formulierung des mathematischen
Problems vom Lehrer {ibernommen, sofern keine spontane Reaktion der Schiiler in
diese Richtung fithrt. Die anschlieBende Erarbeitungsphase, die im Roth’schen Lern-
stufenschema der Phase der Lésung entspricht, erfolgt kooperativ (Briining, 2015):
Zunéchst sollen alle Schiiler in Einzelarbeit das Schrigbild skizzieren und die angege-

benen Langen eintragen sowie eine Skizze des Netzes erstellen, die ihren Vorstellun-



gen entspricht. Beim Netz ist, wie zuvor diskutiert, mit Schwierigkeiten zu rechnen,
weswegen diese Phase moglichst kurz gehalten wird. In Partnerarbeit werden die
Ideen verglichen, diskutiert und kénnen schliefllich anhand des Modells tiberpriift
werden. In der folgenden Plenumsphase werden die Ergebnisse gesichert und an der
Tafel festgehalten, sodass im Anschluss fiir alle Schiiler die Sicherheit besteht, die
Aufgabe von einem geeigneten Startpunkt aus zu bearbeiten und nicht bereits zu
Beginn zu scheitern. Als Ergebnis dieser Phase ist insbesondere festzuhalten, dass
die Oberflache aus einer Kreisscheibe und einem Kreissektor besteht.

Der aus mathematischer Sicht wesentliche Schritt ist damit getan, da eine Riick-
fihrung auf bekannte Flachen stattgefunden hat. Die zweite Erarbeitsphase (Tun
und Ausfiihren) soll dann zur Berechnung des Flécheninhalts des Mantels fithren
und findet aufgrund ihrer Léange in Partnerarbeit statt. Im Idealfall werden leis-
tungsstarkere Schiiler sofort eine Formel herleiten und diese dann auf die Situation
anwenden. Zu diesem Zweck werden im Tafelbild verbindliche Bezeichnungen einge-
fithrt. Schwéchere Schiiler werden mit den konkreten Werten aus der Aufgabenstel-
lung arbeiten wollen. Dieser Prozess wird durch drei Hilfekarten unterstiitzt, die von
den Schiilern selbstgesteuert eingesetzt werden kénnen und die wesentlichen Schritte
zur Losung verbal und graphisch erlautern. Der Lehrer halt sich in dieser Phase so
weit wie moglich zuriick, beobachtet die Arbeitsprozesse und unterstiitzt nur auf
explizite Nachfrage. Ein Paar, das mit konkreten Werten begonnen hat, tibertragt
seine Losung auf eine Folie, die zur Entlastung bereits die Skizze des Netzes mit den
MaBen und dem Flacheninhalt des Grundkreises enthélt. Das Paar stellt die Ergeb-
nisse der Klasse vor und beantwortet ggf. offene Fragen der Mitschiiler. Der Lehrer
greift auch hier nur unterstiitzend bzw. akzentuierend ein. Auf den untergeordneten
Modellierungsaspekt der Aufgabe kann mit einer OHP-Folie eingegangen werden,
die die Schnittvorlage fiir die Kegelmodelle enthélt. Bei der gezeigten Anordnung
entstehen ca. 20% Verschnitt. Je nach Zeitbedarf der vorherigen Phasen wére hier
ein sinnvoller Ausstieg aus dem Unterricht moglich.

Sofern mindestens ein Paar den abstrakteren Weg gewahlt hat, darf es in der
Eventualphase ebenfalls am OHP vorstellen. Dem Lehrer kiime dann nur noch die
Aufgabe zu, die Ergebnisse dieser Préisentation kondensiert an der Tafel zu sichern.
Anderenfalls wird dieses Ergebnis im Plenum erarbeitet und an der Tafel gesichert,

wobei als entscheidenden Ideen
e die Zerlegung der Oberflache in eine Kreisscheibe und ein Kreissektor

e das Verhiltnis von Bogen zu Umfang gleich Verhéaltnis von Kreissektor- zu

Vollkreisflacheninhalt

akzentuiert werden.



4 Verlaufsplan

Phase Lernschritt/Unterrichtsinhalt (Impulse, Schliisselfragen, geplantes Lehrerverhalten, erwartetes Schiilerverhalten) Lernorganisation (Sozial-
/Aktionsformen, Medien)

Begriifung L begriiit den Kurs und stellt den Besuch vor
Motivation L legt Folie auf, S lesen und erkliren die Aufgabe Impuls/SV; OHP
Problem L zeigt ein groBes Papiermodell des Kegels, erklirt das Problem und notiert die Uberschrift LV; Kegelmodell, Tafel
Lésung L deckt Folie mit Arbeitsaufrag auf,S lesen und erkldaren SV; OHP

L verteilt Kegelmodelle, S bearbeiten den Auftrag und zerschneiden das Modell EA/PA; Kegelmodell

L skizziert wihrenddessen ein Schrigbild (linke Tafelseite) Tafel

S zeichnen r, h ein, benennen Vollkreis und Kreissektor als Bestandteile des Netzes, erldutern ggf., dass alle Punkte des | UG/SV; Tafel

Grundkreisumfangs denselben Abstand s zur Spitze haben

L skizziert Schrigbild (rechte Tafelseite), trigt Bezeichnungen ein und notiert O = G + M, G = 7r?, “Die Mantelfliche | Tafel

besteht aus einem Kreissektor.”, S schreiben ab
Tun und L: “Bitte erlautert, inwiefern wir der Losung des Problems naher sind als zu Beginn der Stunde und was wir noch tun | LV
Ausfithren miissen.”

S erldutern, dass die Bestandteile der Mantelfldche identifiziert wurden und die Flédche des Kreissektors noch berechnet | SV

werden muss

L deckt Folie mit zweitem Arbeitsauftrag auf, S lesen und erkliren SV; OHP

S bearbeiten den Auftrag, benutzen ggf. Hilfekarten PA; Hilfekarten, Folie

L beobachtet und unterstiitzt bei Nachfrage und gibt einem Paar, das mit konkreten Werten rechnet, eine OHP-Folie

(gef. ein zweite ausgeben, falls ein Paar die allgemeine Herleitung durchfiihrt)

S préasentieren ihre Losung und beantworten Fragen ihrer Mitschiiler SV/UG; OHP

L unterstiitzt ggf. (Modellierungsaspekt beachten, aber nicht iibertonen: Folie zum Verschnitt zeigen) OHP

moglicher Stundenausstieg mit HA: Auf Grundlage der Stunde mit Hilfe des Buchs und/oder Internets die Herleitung der allgemeinen Formel erarbeiten

Tun und S prasentieren die Herleitung am OHP, beantworten Fragen SV/UG; OHP
Ausfithren

L fasst Losung an der Tafel zusammen oder:

L: “Die Ergebnisse dieser konkreten Rechnung sollen jetzt in eine allgemeine Formel gefasst werden. Bitte erklért noch
einmal die wesentliche Idee zur Berechnung des Inhalts der Mantelfldche.”
M

S benennen die proportionale Zuordnung % =3

L notiert dies verbal und als Formel, setzt b, U, A ein und erhélt das Ergebnis

LV/UG; Tafel

moglicher Stundenausstieg
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6 Erklarung

Ich versichere, dass ich die Schriftliche Arbeit eigenstdndig verfasst, keine anderen
Quellen und Hilfsmittel als die angegebenen benutzt und die Stellen der Schriftli-
chen Arbeit, die anderen Werken dem Wortlaut oder Sinn nach entnommen sind,
in jedem einzelnen Fall unter Angabe der Quelle als Entlehnung kenntlich gemacht
habe. Das Gleiche gilt auch fiir beigegebene Zeichnungen, Kartenskizzen und Dar-
stellungen. Anfang und Ende von wortlichen Textiibernahmen habe ich durch An-
und Abfiihrungszeichen, sinngeméfe Ubernahmen durch direkten Verweis auf die

Verfasserin oder den Verfasser gekennzeichnet.

Ort, Datum Unterschrift

Anhang

e crwartetes Tafelbild

Einstiegsfolie

Hilfekarten

Folien fiir die Schiilerpriasentation

Folie zur Demonstration des Verschnitts
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Als Betreuer eines Ferienlagers bist du fiir
den Bau der Zelte zustandig, die indiani-
schen Tipis nachempfunden sind. Durch
den Einbau vieler Zeltstangen sollen die
Zelte moglichst kegelformig sein.

Der Planung nach sollen die Zelte 3m hoch
sein und einen Radius von 1,20m haben.
Die Boden sollen ebenfalls mit Zeltstoff
ausgelegt werden.

Wie viel Stoff musst du fiir den Bau eines
Zelts einplanen?

Arbeitsauftrag 1:

e Skizziere grob einen Kegel und trage die angegebenen Mafle ein.

Versuche das Netz eines Kegels zu skizzieren. (Einzelarbeit, 2min)

e Vergleiche und diskutiere deine Ideen mit deiner Partnerin bzw. deinem Partner.
Thr konnt eure Vorstellungen zum Netz kontrollieren, indem ihr den Mantel des
Papiermodells zerschneidet. Findet ihr eine Begriindung fiir die Form, die durch

Zerschneiden des Mantels entsteht? (Partnerarbeit, 3min)

Arbeitsauftrag 2:
Berechnet den Oberflacheninhalt des Kegels in Partnerarbeit. Gebt damit eine
Empfehlung fiir den bendétigten Zeltstoff ab. Thr diirft

e mit den konkreten Werten aus der Aufgabe rechnen und dann versuchen, eine

allgemeine Formel aufzustellen (einfacher)

e oder zuerst eine allgemeine Formel fiir den Oberflicheninhalt aufstellen und

dann die konkreten Werten einsetzen (schwerer).

Ein Paar wird von mir eine OHP-Folie erhalten und sein Ergebnis im Anschluss
prasentieren. Wenn ihr nicht weiterkommt, diirft ihr die Hilfekarten benutzen, die

ich austeile.

(Partnerarbeit, 10min)



HILFE 1:
Wie berechne ich die Liange der Seitenkante?

Der Grundkreisradius, die Hohe und die Sei-
tenkante bilden ein rechtwinkliges Dreieck. Die

Seitenkante ist die Hypothenuse.

Wende den Satz des Pythagoras an.




HILFE 2:

Mit welcher Idee berechne ich den Flacheninhalt des Mantels?

Der Mantel besteht aus einem Kreissektor. Des-
sen Radius entspricht der Seitenkantenldnge
s = 3.23m. P
Im Vergleich zu einem Vollkreis hat ein Halbkreis
die halbe Bogenldnge und den halben Flachenin- |
halt. Ein Viertelkreis hat im Vergleich ein Viertel E:

der Bogenlange und ein Viertel des Fléacheninhalts.

Allgemein gilt: N

Flacheninhalt des Kreises  Flacheninhalt des Sektors e
Umfang des Kreises ~ Bogenlénge des Sektors




HILFE 3:
Wie lang ist der Bogen des Kreissektors?

Der Umfang der Grundflache ist so lang wie der Bogen des Kreissektors, aus dem
der Mantel besteht.



HILFE 4:

Wie berechne ich den Flacheninhalt und den Umfang eines
Kreises?

Umfang = 2 - 7 - Radius
Flacheninhalt = 7 - (Radius)?






b= 2nr
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